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A LA Ml?MOIRE DE MADAME SUZUKI 
On considcre une application entiere equidimensionnelle F, C” --t C”. Dans le cas 
n = 1 d’apres le thiorime de Jensen-Nevanlinna l’ordre de croissance de F majore 
des zeros de F. Dans le cas n > 2 la situation n’est pas la meme. En effet on sait 
qu’une telle majoration n’est pas vraie en general (M. Cornalba et B. Shiffman, 
Ann. of Math. 96 (1972), 402-406). On se propose de montrer ici une estimee qui 
est pourtant valable pour n > 1 en prenant en consideration le jacobien de F. 
1. NOTATIONS ET DEFINITIONS 
Soient pj ; @” -+ c (j = 1, 2,..., n) des fonctions entieres de plusieurs 
variables complexes definissant une application entiere de C” dans C”: F = 
({,, f,,..., fn). Le jacobien F’ est defini par F’(z) = det((ap,laz,)) dans le 
systeme de coordonnees canonique z = (z, , z z ,..., z,,). On designe par F-‘(O) 
l’ensemble des zeros de F. L’operateur d et dC sont d&finis respectivement par 
et 
On note enfin I’operateur de Monge-Ampere par 
(dd”p)*” = dd’p A . . . A ddcp (n fois). 
2. UNE MAJORATION 
DEFINITION 1. On appelle { P~(z))~,,, une famille approximative de la 
masse de Dirac pour l’operateur de Monge-Ampere si 
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(ii) on a pour tout q E Cp(e’) 
Construisons une telle famille. 
DEFINITION 2. On dit qu’une famille des fonctions {qn(t)},,,, appartient 
i Q, si et seulement si 
(i) Pour tout ,I > 0, qA(t) est une fonction definie sur R convexe et de 
classe C’. 
(ii) qn(-a) = q;(-00) = 0 oti q;(t) = (d/df) q*(t). 
(iii) q;(t) -+ 1 (A -+ 0) pour tout t E R. 
Voici deux exemples des elements de Q, 
&h(t) = 
I 
A( 1 + log( 1 - At)) 
si t<O 
(1) 
=,++ si t > 0, 
exrW> h,(t) = 7. (2) 
Soit ((z[[’ = zli, + ‘-a + znZ;l et soit {qn}A,o un element de Q, . On pose 
pA(z) = C,q,(t) avec 1= log llzll* et C, = n”n21’“-2 ISZnV1 I-‘ln oti IS2”-‘I 
est l’aire de la splere unite de iR2”. Definissons We et IV; par respectivement 
(~&?“p~)~” et dd’ log llz iI2 A (&fcpl)A’-l. Alors on a le 
LEMME 1. On a 
wA et w;. sont des mesures de Radon positives dans C”. (2-I) 
J wA = (qi(2 log s))” et J w;. = C,(qi(2 log s)y V-2) E(0.s) B(0.s) 
ori E(0, s) est la boule de G” de centre 0 et de rayon s et 04 Co est une 
constante ne dkpendant que de n. 
Preuve. lere &ape. Comme t est plurisousharmonique la convexitt de 
ql entraine que pA est aussi plurisousharmonique. Ensuite par un calcul 
simple 
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dd’p,(z) = iC, dqi ilc +&k - %dz,) 
llzll 
+ iC,Gd~ -&h 
= 2iC, 11 Z11 -4 ;. (c-f&, I( Z (1’ - f,z‘.) -+ &&zk) dz, A dz;, .
Or en tenant compte du fait que qi est une fonction radiale ceci s’hit au 
point (//z/I, O,..., 0) sous la forme 
2iC,((z((-2 (q; 5 dz,Adf,+qidz,AdZ, 
/=t 
en posant z2 = -. - = z, = 0 dans la dernike &alit&. 
On obtient done 
Wcp.dA” = 4°C; I~zII-~” q;(q;)“-’ dv 
od dv est la mesure de lebesgue de @“. 
2&e &ape. Posons L,(O, s) = le(O+sj We. Alors 
LA@, s) = 4°C:: I,,, s) Ilzll-‘“~~(~;)“-‘(~ogll~l12)d~ 
=& 
s 
J-I 0 s2n-t 
r-‘“q;(qi)“-‘(2 log r) t”‘-I d6 dr 
THkORkMES DE BIbOUT 239 
= (q.!l(2 1% r))” 
puisque (q’J”(2 log t) est une fonction primitive de 2nq;(qi)“-‘(2 log t) r-‘. 
COROLLAIRE 1. {P~}~,~ est une famille approximative de la masse de 
Dirac pour Pophateur de Mange-Amp&e. 
Preuve. Comme la fonction (q;)“(2 log s) tend vers 1 si s > 0 lorsque A 
tend vers 0 par la definition de q* on obtient aisement la conclusion. 
Remarque. Les supports des mesures F*w, = (dd’(p, 0 F))*” et F*wi = 
dd’ log (IFII’ A (dd’(p, 0 F))An--l vont se concentrer de plus en plus sur 
F-‘(O) lorsque I tend vers 0. 
3. MINORATION DE F*w, ET DE F*wl, 
Soient Dj 0 = 1,2,...) des sous-ensembles mutuellement disjoints d’un 
ensemble A c C” dont les images par F, F(Dj) contiennent respectivement 
B(0, s,) j = 1, 2 )... . 
Alors dans cette situation geometrique on a la 
PROPOSITION 1. 
C (qi(2 log Sj))” < (, F*w, 7 
i 
(3-l) 
C (q~(2lOgSj))"-'< Co( FOWL e 
i A 
(3-2) 
Preuve. D’abord par changement de variable I, F*w, > jFCs, w.~. 
Ensuite d’apris le lemme 1 
d’oti l’inegalite cherchee, 
Le meme calcul pour (3-2). 
Enoncons maintenant un lemme de recouvrement. 
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LEMME 2 (I. Ono). Soif F; B(0, 1) --f B(0, M) une ~pptkucion 




= M-” lF’Wl* 
qn + 1) 
et sZ”- 
*“+I IF’(O)J* 
4(n + 1) . 
(i) F est univalente dam B(0, so) et 
(ii) l’image par F de B(0, so) contient B(0, s). 
Preuve. Voir [8]. 
On fke desormais des constantes positives C,, C, et C, telles que C, < 
C, < C, < 1 et on definit pour tout r positif A,, A;, E, et M, par respec- 
tivement 
{z E C”; C,r < llzll < C,r}, {z E Cc”; C,r < JIzJJ < r} et F-‘(O)nA,. 
Mr = EE ll~~~)ll. 
On obtient alors la minoration de JA,F*w, par une somme des jacobiens 
sur E, comme suit. 
PROPOSITION 2. Aver ies notations pr&&dentes on a pour tout r > 
l/U - C,) 
c (q;(2 1% s(a)))” < I, F*w,, (3-3) 
LlSE, 
c (qi(2 log s(4))“-’ < Co j- F*w:, 
USE, ‘4, 
(3-d) 
Preuue. A I’aide de la proposition 1 il s&it d’appliquer le lemme 2 i F, 
B(a, 1) -+ B(0, M,) avec s = s(u) pour chaque a E E,. 
4. MAJORATION DE F*w, ET DE F*wl, 
Montrons d’autre part une majoration de F*w, et de F*w;. 
LEMME 3. Avec les notations pr&x!dentes on a: 
I F*w, < C(q,P log Mr))” A, (4-l) 
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et sous rhypothdse: IIF(O)(( # 0 on a 
I F*wj, < C(q,(2 log IV,))“- l log A, Ts* (4-Z) 
ozi la constante C ne dej?end que de n, C, , C, et C,. 
Preuve. Montrons que la,F*w, se majore par C SUP,,~; lpI 0 FI”. On 
pose p =pA 0 F et on utilise la positivite de courants (ddcp)Ak, k = 1,2,..., n 
[5]. D’abord (dd’p)“” &ant une mesure de Radon non negative on a 
i,, WC&’ < i,. Wed” x(+4, 
ou x est une fonction radiale de classe C* telle que 0 <x ,< 1 et 
x(z) = 1 si C2<llzll<C3 
=o si I(zI( < C,--6, oubienllzil>C3+6, 
avec une constante positive 6, satisfaisant i C, < C, - 6, et C, + 6, < 1. 
Ensuite d’apres le thioreme de Stokes la derniere integrale est egale a 
I (dd’p)*“-’ p . dd’[x(r-‘z)]. 
Or ceci se majore en vertu de la positivite de (dd’p)*‘-’ par 
c (ddcp)A”-’ .i A dd’1141*~,(~-‘4 zy Ip( r-2 r 
oti x, est une fonction analogue a x telle que 0 < x, < 1 et 
x*(z) = 1 si C, - 6, < llzll Q C, + 6, 
=o si ll~ll<d~-8~oubienllzil>C~+6~ 
avec une constante 6, satisfaisant a 6, > 6,) C, < C, - fJ2 et C, + 6, < 1. 
Apres repetition de ce pro&de on obtient finalement une majoration par 
Un raisonnement analogue qui se trouve dans [7] s’applique a la, F*wi. (On 
doit remplacer log M(CR) par une normalisation log M(CR)/II F(b)11 avec un 
point fixe b E C” pour R assez grand.) 
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5. ESTIMATION DU JACOBIEN 
I1 est maintenant aise de deduire le theorime suivant de la proposition 2 et 
le femme 3. 
TH&ORI?ME 1. I1 existe une constante positive C ne dt$endant que de n, 
C, , C, et C, telle que pour tout qA E Q, , 1 et r on ait 
az (4X2 log WY 4 CM2 log MX (5-l) 
(5-2) 
C (qi(2 log s(a)>>“-’ < Wa(2 log MA)“-’ log $&j-, 
LlGE, 
(5-3) 
oti m, vkrzfie m, > M, pour tout r et o?i s,(a) = m;Zn+’ (F’(a)12/4(n + 1). 
Preuve. (5-2) est evident car qi et qA sont des fonctions croissantes. 
Puisque la constante C figurant dans le theorime precedent ne depend pas de 
F, qA, r et 1 on peut Ctablir des estimations uivantes du jacobien. En effet 
on a le 
THBORBME 2. Soient F, F’, M, et m, depnis comme prekkdemment. On 
se donne trois constantes positives a, p et y. Alors il existe trois constantes 
positives C, C, et Cb,y ne d&pendant pas de F et r telles que l’on ait 
c IF’(a)l” ,< C,W”, 
#GE, 
c IF’Wl “‘og mr < C(log m,)” 
(IEE, 
pour m, > 2 
(5-4) 
(5-5) 
k-h lF’@Mb&-1% IF’Wl))” yl’-” 
(5-6) 
pour M, > 4(n + 1). 
Preuve de (5-4). Posons qA = h, qui est defini dans $2. Alors d’apris (5- 
1) un calcul simple nous donne 
c IF’(a)J4”’ < C(4(n + 1))“” L-“M~“*’ 
aeE, 
et on choisit A = a/4n. 
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(5-5) On prend I = (4n log m,)-’ dans l’inegalite analogue, 
C IF’(u)~~“~ < C(4(n + 1))2n’ A-nm:n*a. 
ClEE, 
m * 1/‘0g mr &ant born& on obtient la majoration. r 
(5-6) Soit 
/3(t) = Ml - 1% k*(t))1 -’ t<O 
= s..l(t) t > 0. 
On utilise (5-3) avec qA =IAEQ,. D’abord en posant x= 1 -At>, 1, il 
existe une constante C, ne d&pendant que de y telle que 
q+x-‘(1+1ogx)-‘(1 +10g(1+10gx))-* 
> c,x-I(1 + 1ogx)-1-y 
puisque lfon a pour x > 1 
1 + log x Q C;xY’2 
avec une constante C5 ne dependant que de y. D’ou 




x, = 1 - 2A log s(a). 
Ensuite on pose J = (4n log M,)- ’ ce qui nous donne 
x [y,(l + logyJ+y]l-n < C,(logM,)“-’ log 
l7CE, 
Y,> 1 
avec y, = 2 + (-log ]F’(Lz)]~)(~~ log M,)-‘, d’oi l’inegalitt cherchie. 
Remarque. (5-6) est une meilleure estimation que (5-5) en ce qui 
concerne les zeros sur lesquels le jacobien F’ est petit. 
6. APPLICATION 
A l’aide du thioreme 2 on a une estimation modifiie du type de Bezout 
[l-47,9]. 
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